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Es wird ein Verfahren beschrieben, das die Tensoren der Kernquadrupolkopplung und der 
paramagnetischen Hyperfeinstruktur in Einkristallen beliebiger Symmetric aus Xernresonanz- 
messungen in mittleren Magnetfeldern zu bestimmen gestattet. MSgliche Anwendungen des 
Verfahrens in der paramagnetischen Elektronenresonanz werden diskutiert. 

A method is given, to determine the tensors of nuclear quadrupole coupling and para- 
magnetic hyperfine structure in single crystals of any synnnetry from nuclear magnetic 
resonance measurements in intermediate fields. Possible applications in electron paramagnetic 
resonance are discussed. 

On d6crit une m6thode pour ealculer les tenseurs de couplage quadripolaire nucl6aire et de 
la structure hyperfine paramagn6tique dans les monocristaux de route sym6trie, grant mesu- 
r6es les r6sonances nucl6aires dans les champs moyens. On discute l'application 6ventuelle de 
cette m6thode a la r6sonance paramagn6tique 61ectronique. 

Bei unsrer Untersuehung der magnetisehen Kernresonanz in Einkristallen yon 
trans- [Co en 2 Cl~] C1-HCI-xH20 und  trans- [Cr en 2 C12] C1. HCI.xH~O haben wir 
eine Anpassungsmethode verwendet,  um den Kernquadrupolkopplungstensor  und  
den Hyperfe ins t ruktur tensor  aus experimentellen Kernresonanzdaten zu bestim- 
men. ~hnliehe Verfahren, bei denen gewisse Parameter  des t tamil tonoperators  so 
lange variiert werden, bis das bereehnete mit  dem experimente]len Spek t rum 
iibereinstimmt, sind in der Spektroskopie lange bekannt.  I n  der magnetisehen 
Kernresonanz sind uns nur  Anwendungen  zur Bes t immung der ehemischen Ver- 
schiebungen und Spin-Kopplungskonstanten  in hoehaufgelSsten Flfissigkeits- 
spektren bekannt  [2]. 

Nach einer al]gemeinen Formu]iernng des Problems beschreiben wir in Tell I 
unsrer Arbeit  die Analyse der magnetisehen Kernresonanz in Einkristallen mit  
Hilfe einer speziellen Anpassungsmethode.  Dabei wird der Spin-Hamil tonoperator  
an eine gewisse Auswahl  yon Kernresonanzlinien angepal3t, die alle zur g]eichen 
Frequenz,  aber zu versehiedenen Magnetfeldern gehSren (Methode der kons tan ten  
Frequenzen). I n  Teil I I *  wenden wir diese Methode an, um den Kernquadrupol-  
kopplungstensor in trans-[Cr en 2 Cle] C] .HCI .xH20  und trans-[Co en 2 C12] 
Cl. HC1. xHeO zu bestimmen. I n  einem sps dr i t ten  Tell werden wir die zur 
Zeit noch nieht abgeseh]ossene Bes t immung des Hyperfe ins t ruktur tensors  in 
trans- [Cr ene Cle] CI" HC]" xH~O ver6ffentliehen. 

* Siehe die naehfoIgende VerSffentlichung [6]. 
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A. Allgemeine Betrachtungen 
Wir betrachten den allgemeinen Spin-Hamiltonoperator n i t  linearen und 

quadratisehen Gliedern in den Spinoperatoren: 

.Zlqqt .~qqt . Vqq ,  e., q ~,qt ( l )  
~qql ]qql J<~ k 

qql 

j(qi) sind die Komponenten yon N Kern- oder Elektronenspinoperatoren (], k = 
l ,  2 . . . .  , .N). Hq sind die Komponenten eines statischen homogenen Magnet- 
feldes. "~ (~) n(J) and ~(ik) .Z:lqo,, ~qq, ~Jqqt sind die Komponenten yon Kopplungstensoren. Der 
Einfaehheit halber bezeichnen wir diese Tensorkomponenten im folgenden n i t  c~. 
Die lJbergangsfrequenzen v~ zwisehen den Eigenwerten yon J f  sind Funktionen 
der Tensorkomponenten c~ and der Komponenten Hq des Magneffeldes. 

Nur in einfaehen Fiillen, wenn in einer passend gewghlten Darstellung die 
Matrix yon ~ diagonal oder wenigstens fast diagonal ist, gelingt es, die Funktionen 

vr (c~,/t) in gesehlossener Form anzugeben oder n i t  gi l fe  der St6rungsreehnung 
Ni~herungsausdrfieke ffir sie zu finden. In  schwierigeren Fiillen n immt  man [2] ffir 
die Tensorkomponenten c~ gesch~tzte Ngherungswerte c o an, setzt diese in G1. (1) 

ein und berechnet die Frequenzen v~ (c o , f I ) ,  indem man die Matrix yon ~ f  

0 sind dann die ~ (c~ H) an gemessene Fre- diagonalisiert. Dureh Variation der c~ 

quenzen v~ (/t) so anzupassen, dab das dureh (1) gegebene Frequenzspektrum 
n i t  d e n  gemessenen iibereinstimmt. Das mathematisehe Verfahren ffir die An- 
passung richter sieh naeh d e n  interessierenden Spezialfall und den experimen- 
tellen Gegebenheiten. 

Bei der Analyse unsrer Kernresonanzdaten haben wir zur Anpassung der be- 
reehneten an die gemessenen Frequenzen die Methode der kleinsten Quadrate ver- 
wandt. Dabei ~Srd die Summe der Abweichungsquadrate 

/C~ ) = ~ [~  (H~) - v~ (c~ H~)]~ + Y [~, (H~') - ~ ,  (c ~ H~')]~ + . . .  (2) 

0 durch Variation der c~ zu einem Minimum gemacht. Der Index 5 kennzeichnet 

das Magnetfeld, bei d e n  die Frequenz v~ (/~a) gemessen wird. ~ . . .  l~uft fiber 

eine gewisse Zahl yon ausgew&hlten Magnetfeldern, bei denen die Frequenz des 
Ubergangs fl gemessen wird. Entsprechend li~uft ~ . . .  fiber eine andere Auswahl 

yon 1%ldern, bei denen die Frequenz eines anderen Obergangs fi~ gemessen wird. 
Zur Minimisierung yon / (c o ) benutzten wir die Methode des ,,steilsten Abstie- 

ges" (steepest descent) [7]. 
o0 Dabei wird zun~chs~ grad/im Punkte (c~} der Ausg~ngspammeter c~ berechnct und die 

Minimalstelle {c ~ von ] ~uf einer Geraden durch {c~} in Gradientenrichtung aufgesucht. {~ Darauf wird grad / in c~ berechnet, wiederum auf einer Ger~den in Richtung des neuen 
Gradieni~en die Minim~lstelle {c~ ~ufgesucht~ und d~s Verf~hren solange fortgesetz~, bis / nur 
noch durch die MeBungen~uigkeit der Frequenzen gegeben ist. Die Minimalstellen wurden 
jeweils nur n~herungsweise bestimmt0, indem [ in drei Punk~en auf der Geraden in Gradienten- 
richtung berechnet und durch diese drei Funktionswerte eine Parabel gelegt wurde. Der 
Scheibel dieser P~rabel wurde n~herungsweise uls Minimum yon ] auf der Geraden angeschen. 
Diese p~rabolische Ann~herung wurde yon Mu~Z,E~ [3] mum Aufsuchen yon 5Tulls~ellen ver- 
wandt. 
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Bei der Answahl der experimentellen t~reqnenzen v~ (~ro), die in (2) eingesetzt 
werden, ist folgendes zn beaehten: 

1. Die Zahl der t~requenzen soll so klein sein, dab sieh das Minimum v o n /  (c ~ ) 
mit  einem nieht zu groBen t~eehenaufwand numeriseh bestimmen lgBt. 

2. Die Answahl der Frequenzen soll so besehaffen sein, dab dureh die Minimi- 
sierung yon / (c o ) eine eindeutige Bestimmung all derjenigen c~ m6glieh ist, die 
sieh prinzipiell aus dem •requenzspektrum entnehmen lassen. 

3. Die t~requenzen sollen experimentell leieht znggnglieh sein und ohne Reeh- 
nung sehon mSgliehst viel fiber die GrSBen ca aussagen, damit gute N~hernngs- 

0 gefunden werden k6nnen. werte c a 
In jedem Spezialfa]l mug geprfift werden, wie sieh diese Fordernngen am besten 

erffillen lassen. 
In (2) wird vorausgesetzt, dab die Zuordnung der gemessenen Frequenzen 

yr (He) zu dem Termsystem des I-Iamiltonoperators bekannt ist. Die t~rage der 
riehtigen Zuordnung wird ebenso wie die Wahl der Ausgangsparameter cO ~ in 
Tell I I  unserer Arbeit an einem Beispiel diskutiert. 

B. Tensorkopplung in der magnetischen Kernresonanz 

1. Eigenwerte des Hamiltonoperators 

In paramagnetisehen Kristallen wircl die Weehselwirkung des magnetisehen 

Dipolmomentes yh I n n d  des elektrisehen Quadi~upolmomentes Q eines Atomkerns 
mit seiner Umgebung dureh den Hamiltonoperator [1] 

e2 q Q [3 I~ - I (I + 1) -t- V (I~ - I~)] (3) 

besehrieben. Ix, Iy und lz  sind die Komponenten des Kernspins [ ira Haupt- 
achsensystem x, y, z des Feldgradiententensors (FGT), dessen Komponenten 

dureh eq = [ ~ !  nnd ~ = -- gegeben sind. 
/~=0 LkO~/~=0 \V~y~/~=oJ, \ ~ / ~ = 0  

V ist das e]ektrostatische Potential, das am Kern yon der elektrisehen Ladnng in 

seiner Umgebung erzeugt wird. H ist ein yon auBen angelegtes Magnetfeld. d ist 
der magnetische Kopplungstensor mit den Elektronen in den paramagnetisehen 
Ionen. (Demnaeh ist d -  I die ehemisehe Versehiebung gegen einen freien Kern.) 

Im System x, y, z lautet die Kopplung H.  ~ ' . / i n  Komponenten 

/~.  d "  I - ~ ~ H s Aj~ I e .  i,/c = t, 2, 3 (bzw. x, y, z) (4} 

Da die Komponenten y o n / t  zuns nut in einem Laborsystem x ~, y~, z ~ bekannt 
sind, ist noch die Transformation 

H i = ~. Tj tH'  l (5) 

einzufiihren, so dab sieh 

H .  d .  7 = 2 2 )_2 ~J~ A,'~ HI (6) 

ergibt. Die Transformation Tj~ ist dureh die drei Eulersehen Winkel bestimmt, 
die die Lage der Hanptaehsen des t~GT ira Kristall festlegen. 
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Ffihren wir die Operatoren I• = Iz  • i ly  ein, so erh~lten wir aus (l) und  (6) 
den Hami l tonopera to r  

Y~ = DIz + B (I+ § I - )  - -  iC (I+ -- I_) + FiZz + G (12+ + 12) (7) 

mit* 

B 
C 
D 
F 

= --  �89 7 h (Hx Axx + Hy Axv + Hz Axe) 
= - -  �89 y h (Hx Axv + Hv Avy + Hz Avz ) 
= - -  7 ~ (Hx A ~  + H v Ay~ + Hz A~z) 

1 h 
= ~ VQ 3 e 2 qQ 

i h m i t  VQ - -  , 
G ~- ~ ~)Q ~ h2I(2I - - i )  

Der S u m m a n d  - -  e2 qQ I ( I  + t)  in (3) wurde weggelassen, da er die Kern-  4I(2I-1)  
resonanzfrequenzen nicht  beeinfluBt. 

Wir  bes t immten  die Eigenwerte yon ~ ffir den Spezialf~ll des Kernspins  
I = -~, indem wir die Wurze ln  der S~kulargleichung 4. Grades 

I <m l l = o (8) 

berechneten.  Die Entwick lung  der Determin~nte  ergibt d~nn d~s charakteristi-  
sche Po lynom 

e ~ - 2  [F 2 + ~ D  2 + 5 (B~ + C ~) + 12 G ~] e 2 

+ {4 F [2 + - -  - -  4S + ] = 0 ,  (9) 

wobei 

] Y f ] = I 4 4 G ' + ( B  2 §  2 §  2 ) + 2 F '  ~ - ~ D  ~ - 7 2 G ' ]  

+ (B 2 -  C ~) 4 8 G F  + i2  G ~ (2 F ~ + ~ D  ~) + (F ~ - ~ D ~ )  ~ - D  ~ F  ~ 

die Determin~nte  der M~trix darstellt .  

Die Wurzeln der Gleichung 4. Grades (9) bestimmten wir bei unseren Rechnungen nach 
der Methode yon Bnow~ [4], bei der intermedi~r eine kubisehe Gleichung auftritt, die nach dem 
Cardano-Verfahren gel6st wurde. Zun~chst hatten wir die Matrix (m [ H I m') naeh dem 
Jacobi-Verf~hren diagonalisiert; dieses Verfahren benStigte jedoch mehr als die ~00fache 
Rechenzeit. Als Elektronenrechner stand uns eine Zuse Z23 zur Verffigung. 

2. Bestimmung der Kopplungstensoren aus Kurven lconstanter Frequenz 

Fiir die Kernresonanzuntersuchungen** wurde ein Goniometer konstruier~, das beliebige 
Orientierungen des Kristalls zum Magnetfe]d gesta~tet. Fig. 1 gibt den wesentlichen Tell des 
Goniometers wieder. Alle Teile, die sich in der N~he der Hochfrequenzspulen befinden, be- 
stehen aus t)lexiglas. Den Durchmesser des Plexiglasstabes S mul3ten wir auf 16 mm beschr~n- 
ken, da die Bohrung im Kernresonanzprobenkopf zur Aufn~hme der Proben nur eine liehte 
Weite yon 17 mm hat. Senkrecht zur Achsenrichtung des Stabes befindet sich in S eine Bob- 
rung, die einen drehb~ren Plexiglasring R ~ufnehmen kann, wie das ~us l~ig. 1 hervorgeht. 
Der Innendurchmesser yon R betr~gt 13 mmund  bestimmt die GrSl~e des Kristalls, der somit 
hSchstens die MaBe ~[3 • 13 • 17 mm haben darf. R kann durch einen Perlonfaden F um die 

Achse z ~ gedreht werden. Bei der Drehung yon S beschreibt der Magnetfeldvektor H GroB- 

* In unserem Rechenprogramm wird d symmetrisch angenommen. Diese Annahme ist 
berechtig~, solange der g-Tensor isotrop ist. 

** Die Messungen wurden mit einem Breitlinienspektrometer (VF-i6) der Firma Vari~n 
Associates, Palo Alto, U. S. A. durchgeffihrt. 
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kreise, bei der Drehung yon R Kleinkreise in einem mit dem Kristall verbundenen Polar- 
koordinatensystem, in dem der Aquator durch den Ring festgelegt wird. 

Der Polwinkel v q wird wie fiblich ~ufierh~lb des Probenkopfes auf einer mit S verbundenen 
Winkelskal~ mit Hilfe eines I~onius auf 0,1 ~ gen~u abgelesen. Zur Bestimmung des Azimut- 
winkels ~ ist uuf dem Ring R eine Grudeinteilung yon 2 zu 2 ~ eingeritzt. Mittels eines uuf S 
angebraehten Nonius k~nn ~ auf 0,2 ~ gen~u abgelesen werden. Die Ablesung des Winkels 
gesehieht yon unten durch die Bohrung des Probenkopfes fiber einen Spiegel und ein Ablese- 
fernrohr. Dazu wird der Stub S fiber denselben Spiegel yon unten beleuch~et. 

l~ig 1. 

Aq~ 

Zur Bes t immung  der  K n r v e n  kons t an te r  F requenz  in einem Kr i s t a l l  gehen wir 

wie folgt  vor :  

Zun/tchst  wird  bei i rgendeiner  Or ient ierung ~o, ~so des Magnetfeldes  H e i n e  

Kernresonanzl in ie  ~ (v~o, ~o) aufgesucht .  Da rau fh in  wird die l~ichtung yon 
de ra r t  vergnder t ,  dab  bei jeder  neuen Orient ierung v~, ~s~ die Gleichung 

v (V~y, ~k) - v (z90, ~0) = const.  (10) 

erf/i l l t  ist. ~r beschre ib t  dabei  auf  der  Kugel ,  die das Po l a rkoo rd ina t e nsys t e m 
v q, ~ definiert ,  eine K u r v e  kons t an te r  Frequenz .  

An  Stelle einer a l lgemeinen Diskussion der  K u r v e n  kons t an t e r  F requenz  
wo]len wir  zwei Beisloiele be t rach ten ,  deren Zahlenwer te  im t t i nb l i ck  auf  unsere 
Messungen an  trans- [Cr en 2 C12] C1. HCI- x t t20  und  trans- [Co en 2 C]e] C1. HC].  xH~O 
(Teil I I )  ausgew/ihl~ wurden.  

Beisp ie l  1 : 
Kernsp in :  I = ~  

Larmorf requenz  : VL = y H/2zc = 5,000 MHz 

t t y p e r f e i n s t r u k t u r t e n s o r :  d = t 
0 

Quadrupo lkopp lungskons t an t e :  e ~ qQ/h = 6,000 MHz 
A s y m m e t r i e p a r a m e t e r  : ~ = 0 .  

Die K u r v e n  kons t an t e r  F requenz  s ind in d iesem Fa l l  (~ = 0) Kle inkre ise  u m  die 
z-Achse des FGT.  I n  Fig.  2 s ind ffir die angegebenen Zahlenwer te  die Kernreso-  
nanzfrequenzen der (Am = • l ) -Uberg~nge  in Abhi ingigkei t  vom 0f fnungswinkel  
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O des Kleinkreises (Winkel der z-Achse des FGT mit der Magnetfeldrichtung) 
g 1 1 3 angegeben, m -  ~, ~ , -  ~ , - - ~  sind die Qu~ntenzahlen im Grenzfall ver- 

schwindender Quadrupolkopplung. Wie aus Fig. 2 ersichtlich ist, gibt es ffir den 
Ubergang (�89 ~-~--�89 bei Frequenzen unterhalb 5 M g z  jeweils zwei konzen- 
trische Kleinkreise zu jeder Frequenz, die bei etwa 4,430 Mltz zusammenfallen. 

8,000 
y ( M H z ) ~  

zooo 

6,000 

5,000 

4,000 

3,000 

2,000 

0 30 60 90 O (o) 
Fig. 2 

8,000 
y ( M H z ) ~  

7,o00 ~ 
6,000 

5,000 

4,000 

0 30 60 90 e (o) 
Fig.  3 

@=90 

{=60 

~= 30 

~2=0 

Fig.  2. l~esonanzfrequenzen der ( A m  ~ ~ 1)-l~berg~inge in Abhi ingigkei t  yore  0 f fnungswinke l  O (7 = 0) 
Fig .  3. l~esonanzfrequenzen des ( +  3/2 < ) + 1/2)-~bergangs  in Abg~ngigke i t  yore  0 f fnungswinke l  O f i i r  die 

Drehwinkel  �9 = 0, 30, 60, 90 ~ (V = 0,8) 
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:Fig. 4. l~esonanzfrequenzen des ( - -  1/2 + - - +  1/2)-t~bergangs 
in Abh~ingigkeit yore  Offnungswinkel  O ffir  die Drehwinkel  

= 0, 30, 60, 90 ~ (~ ~ 0,8) 

Fig .  5. I~esonanzfrequenzen des ( - - 3 / 2 + - - - >  - -  1/2)-~ber- 
gangs  in Abhfingigkei t  yore  0 f fnungswinke l  O ffir  die Dreh- 

winkel  ~ = 0, 30, 60, 90 ~ (7 -- 0,8) 
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Unterhalb dieser Frequenz ist der Ubergang bei der gewi~hlten Feldst~trke (y H/2z 
= 5 MHz) nieht raehr zu beobachten. 

Beispiel 2 : 
U -- 0,8; fibrige Zahlenwerte wie in Beispiel t. 

Bei nicht versehwindendem Asymmetrieparameter  wird der 0ffnungswinkel O 
eine Funktion des Drehwinkels ~b um die z-Achse des FGT. In  den Fig. 3 - -  5 sind 

Y2 

Fig. 6 

Fig. 6. Kurven  konstanter  Frequenz des (-- 3/2 + §  1/2)- 
~bergangs  f i ir  die Resonanzfrequenzen v l -  4,000; 

v 2 = 5,000; va -- 6,000 ~IIIz 

Fig. 7. Kurven  konstanter  Frequenz des ( +  3/2 <--> + 1/2)- 
~Tbergangs ftir  die Resonanzfrequenzen vl = 4,000; 

v2 = 5,000; v 8 -- 6,000 ~ [ z  

Fig.  8. Kurven  konstanter  Frequenz des ( - -  1/2 ~ 1/2)- 
~bergangs  ffir die Resonanzfrequenzen v I -- 4,800; 

v~ = 5,000; va = 5,400 ~l t tz  
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Fig. 7 
~=90 

~=90 ~ 
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Fig. 8 

die Resonanzfrequenzen der (Am = :_~ i)-Ubergs ffir einige Werte yon ~b in 
Abh/~ngigkeit yon O aufgetragen. In  den Fig. 6 - -  8 sind die Kurven konstanter 
Frequenz ffir verschiedene Frequenzen in der stereographisehen Projektion gezeich- 
net. Es ist zu beachten, daB sich auch die Kurven schlieBen, die auf den Rand der 
Projektion zulaufen. Da es sich um die Kopplung durch symmetrische Tensoren 
handelt, ist das Spektrum invariant gegen eine Umkehr der 5[agnetfeldrichtung, 
so daB sich auf der Rtickseite der projizierten Kugel dasselbe Muster wie auf der 
Vorderseite befindet. 
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I m  allgeraeinen Tall wird man bei der magnetisehen Kernresonanz in para- 
magnetisehen Verbindungen meist davon ausgehen k6nnen, da~ d ns 
weise gleieh der Einheitsmatrix ist. Aus diesem Grund charakterisieren die beiden 
Beispiele hinreiehend die Kurven konstanter Frequenz, die bei der magnetisehen 
Kernresonanz in paramagnetischen Verbindungen auftreten k6nnen. 

Wir diskutieren die m6gliehe Anwendung unserer Methode in der paramagne- 
tisehen Elektronenresonanzspektroskopie an einem einfaehen Beispiel. Der Spire 
Hamfltonoperator ffir die E]ektronenresonanz in trans- [Cr en 2 C12] C1. HC1. xH~O 

(verdiinnt mit  dem isomorphen diamagnetisehen Co-Koraplex) hat  die Form [5] 

~ I f ' g ' # + D [ S 2 z - - S ( S + I ) ] + E  ~ ~ = . = (S z - S y )  m i t S  -~ (11) 

Dieser Hamfltonoperator  ist mi t  dem Operator (3) formal identiseh. Daher kann 
das gleiehe Minimisierungsprogramm wie im Fall I = ~ der magnetischen Kern- 
resonanz verwandt  werden. Die Bestimmung der Kurven konstanter Frequenz 
ist experimentel] leichter als bei der magnetischen Kernresonanz, da man meist 
mi t  drehbaren Magneten arbeitet und somit der Kristal] selbst im l~esonator nur 
um eine Achse drehbar sein mu~. 

McGA~vwY [5] hat  die paramagnetische E]ektronenresonanz in trans- [Cren 2 C12] 
C1 .HC1 .xH~O untersucht. Er  justierte unter der Annahrae eines isotropen g- 
Tensors den Kristall an dem (�89 ~-~-- �89 des l~esonanzspektrums so 
lange, bis die Richtung der Drehaehse mit  einer Hauptachse des Tensors der 
Spin-Spin-Weehselwirkung fibereinstimmte. Auf diese Weise konnte er g, D und 
E best immen und naehtr~g]ich best~tigen, da~ g in guter Ni~herung isotrop ist. 
B ei der Untersuehung dieser Verbindung mit der Methode der Kurven konstanter 
Frequenz wfirde das Justieren des Kristalls mit  Hilfe des Spektrums wegfallen 
und sich der Spin-Spin-Kopplungstensor und der g-Tensor sofort ergeben. 
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